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  به نام خدا

  الكترومغناطيس حل تمرينات سري دوم

اي خارج از دو بار و نزديك به بار كوچكتر برابر با صفر چون دو بار غير همنام هستند ميدان در نقطه) 1ج

଴ଶݔ଴ߝߨ௤ଶ4  :داريمباشد  ௤ଶ+فاصله نقطه مورد نظر از بار  ଴ݔبنابراين اگر . شودمي = ଴ݔ)଴ߝߨ4ݍ + ܽ)ଶ 	⇒ ଴ଶݔ2 = ଴ݔ) + ܽ)ଶ 	⇒ ଴ଶݔ − ଴ܽݔ2 − ܽଶ = 0 ⇒ ଴ݔ = ൫1 + √2൯ܽ 

  :عبارتست ازاز مبدأ مختصات نقطه مورد نظر فاصله بنابراين 

  ) 2ج

ሬԦܧ = න )′௟݈݀ߩ ሬܴԦ − ሬܴԦ′)4ߝߨ଴ห ሬܴԦ − ሬܴԦ′หଷ௅ᇱ  

ሬܴԦ = ℎ ොܽ௭	, ሬܴԦᇱ = ܽ ොܽ௥	, ݈݀ᇱ = ܽ݀߮′ 
  )الف

ሬԦܧ = ଴ߝߨ14 ൭න ଴ܽℎ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௭ଶగ
଴ − න ଴ܽଶ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௥ଶగ

଴ ൱ 

  بنابراين . دارد ොܽ௭هت اي در جتوان ديد كه ميدان در نقطه مورد نظر فقط مؤلفهبه راحتي مي

ሬԦܧ = ଴ߝߨ14 න ଴ܽℎ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௭ଶగ
଴ = ଴(ℎଶߝ଴ܽℎ2ߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௭ 

  ) ب

ሬԦܧ = ଴ߝߨ14 ൭න ଴cos߮ܽℎ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௭ଶగ
଴ − න ଴cos߮ܽଶ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௥ଶగ

଴ ൱ 

  :با محاسبه انتگرال اول در رابطه فوق داريم

න ଴cos߮ܽℎ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௭ଶగ
଴ = 0 

به مختصات كارتزين كند بايد آن را تغيير مي ߮با تغييرات  ොܽ௥براي محاسبه انتگرال دوم، از آنجا كه جهت 

  :تبديل نمود
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න ଴cos߮ܽଶ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௥ଶగ
଴ = න ଴cos߮ܽଶ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమଶగ

଴ ൫cos߮ ොܽ௫ + sin߮ ොܽ௬൯
= න ଴cosଶ߮ܽଶ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమଶగ

଴ ොܽ௫ + න ଴cos߮sin߮ܽଶ݀߮ᇱ(ℎଶߩ + ܽଶ)యమଶగ
଴ ොܽ௬ = ଶ(ℎଶܽߨ଴ߩ + ܽଶ)యమ ොܽ௫ 

  :بنابراين ميدان الكتريكي در نقطه مورد نظر برابر است با

ܧ = ଴(ℎଶߝ଴ܽଶ4ߩ− + ܽଶ)యమ ොܽ௫ 

  ) 3ج

ሬԦܧ = න ᇱ൫ݏ௦݀ߩ ሬܴԦ − ሬܴԦᇱ൯4ߝߨ଴ห ሬܴԦ − ሬܴԦ′หଷௌᇲ  

ሬܴԦ = ℎ ොܽ௭	, ሬܴԦᇱ = ᇱݎ ොܽ௥, ᇱݏ݀ = ሬԦܧ ′߮݀′ݎᇱ݀ݎ = ଴ߝߨ14 ൭න න ᇱℎ(ℎଶݎ௦ߩ + ଶ)యమ௔′ݎ
଴

ଶగ
଴ ᇱ݀߮ᇱݎ݀ ොܽ௭ + න න ᇱଶ(ℎଶݎ௦ߩ + ଶ)యమ௔′ݎ

଴
ଶగ
଴ ′߮݀′ݎ݀ ොܽ௥൱ 

  بنابراين. دارد ොܽ௭اي در جهت توان نشان داد كه ميدان فقط مؤلفهدر اين مسئله نيز به سادگي مي

ሬԦܧ = ଴ߝߨ14 න න ᇱℎ(ℎଶݎ௦ߩ + ଶ)యమ௔′ݎ
଴

ଶగ
଴ ᇱ݀߮ᇱݎ݀ ොܽ௭ = ଴ߝ௦ℎ2ߩ ൬1ℎ − 1√ℎଶ + ܽଶ൰ ොܽ௭ 

  ) 4ج

නܧሬԦ. ሬሬሬሬԦ௦ݏ݀ = න න ଴ܴଶగ/ଷߝߨ4ݍ
଴

ଶగ
଴ ܴଶ߮݀ߠ݀ߠ݊݅ݏ =  ଴ߝ4ݍ

ܴبراي . كنيماز قانون گوس استفاده مي) 5ج > ሬԦܧ  :داريم ܽ = ோܧ ොܽோ රܧሬԦ. ሬሬሬሬԦ௦ݏ݀ = න න ோగܧ
଴

ଶగ
଴ ܴଶ߮݀ߠ݀ߠ݊݅ݏ = න න න ଴ܴ௔ߝ଴ߩ

଴
గ
଴

ଶగ
଴ ܴଶ߮݀ߠܴ݀݀ߠ݊݅ݏ 

⇒ ଶܴߨோ4ܧ = ଴ߝ଴ܽଶߩߨ2 ⇒ ሬԦܧ	 = ଴ܴଶߝ଴ܽଶ2ߩ ොܽோ 

ܴبراي  <   :داريم ܽ

රܧሬԦ. ሬሬሬሬԦ௦ݏ݀ = න න ோగܧ
଴

ଶగ
଴ ܴଶ߮݀ߠ݀ߠ݊݅ݏ = න න න ଴ܴோߝ଴ߩ

଴
గ
଴

ଶగ
଴ ܴଶ߮݀ߠܴ݀݀ߠ݊݅ݏ 

⇒ ଶܴߨோ4ܧ = ଴ܽଶߩߨ2 ⇒ ሬԦܧ	 = ଴ߝ଴2ߩ ොܽோ 
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ܴبا استفاده از قانون گوس براي نواحي  )6ج > 4ܴଵ ميدان الكتريكي و در نتيجه پتانسيل برابر با صفر است .

ܴاي با شعاع به شكل كره ون سطح گوسيزيرا مجموع بار در > 4ܴଵ بنابراين. باشدصفر مي  ܴ > 4ܴଵ:				ܧଵሬሬሬሬԦ = 0	, ଵܸ = 0 
2ܴଵبراي نواحي  < ܴ < 4ܴଵ 2ܴاي با شعاعيك سطح گوسي به شكل كرهଵ < ܴ < 4ܴଵ در نظر      مي -

  :مجموع بار درون اين كره برابر است با. گيريم

்ܳ = ܳ − ܳ ସଷ ଷܴ)ߨ − (2ܴଵ)ଷ)ସଷ ଷ(4ܴଵ))ߨ − (2ܴଵ)ଷ) = ܳ 64ܴଵଷ − ܴଷ56ܴଵଷ  

  :باو پتانسيل الكتريكي در اين ناحيه برابرند بنابراين شدت ميدان الكتريكي 

ଶܴߨோ4ܧ = ଴ߝ்ܳ = ܳ 64ܴଵଷ − ܴଷ56ܴଵଷߝ଴ 	⇒ ଶሬሬሬሬԦܧ	 = ଴ܴଶߝߨ224ܳ ቆ64 − ൬ ܴܴଵ൰ଷቇ ොܽோ 

ଶܸ = −න .ଵሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦସோభஶ − න .ଶሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦோ
ସோభ = ଴ߝߨ224ܳ ቆ64ܴ + ܴଶ2ܴଵଷ − 24ܴଵቇ 

ଵܴبراي نواحي  < ܴ < 2ܴଵ با استفاده از قانون گوس داريم:  

ଶܴߨோ4ܧ = ଴ߝܳ ⇒ ଷሬሬሬሬԦܧ	 =  ଴ܴଶߝߨ4ܳ

ଷܸ = −න .ଵሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦସோభஶ − න .ଶሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦଶோభସோభ − න .ଷሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦோ
ଶோభ = ଴ߝߨ4ܳ ൬1ܴ − 928ܴଵ൰ 

Rبراي نواحي  < ܴଵ اي با شعاعيك سطح گوسي به شكل كرهR < ܴଵ مجموع بار درون . يريمگدر نظر مي

  :اين كره برابر است با

்ܳ = ܳ ସଷ ଷସଷܴߨ ଵଷܴߨ = ܳ ൬ ܴܴଵ൰ଷ 

  :بنابراين شدت ميدان الكتريكي و پتانسيل الكتريكي در اين ناحيه برابرند با

ଶܴߨோ4ܧ = ଴ߝ்ܳ = ଴ߝܳ ൬ ܴܴଵ൰ଷ 	⇒ ସሬሬሬሬԦܧ	 = ଴ܴଶߝߨ4ܳ ൬ ܴܴଵ൰ଷ ොܽோ 

ସܸ = −න .ଵሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦସோభஶ − න .ଶሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦଶோభସோభ − න .ଷሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦோభଶோభ − න .ଷሬሬሬሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦோ
ோభ = ଴ߝߨ4ܳ ቆ 3328ܴଵ − ܴଶ2ܴଵଷቇ 

  :آوريمميدان را درون پوسته به دست ميابتدا با استفاده از قانون گوس ) 7ج

ଶܴߨோ4ܦ = 	ݍ ⇒ ሬሬԦܦ = ଶܴߨ4ݍ ොܽோ 
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⇒ ሬԦܧ = ଶܴߝߨ4ݍ ොܽோ = ଴ܴߝߨ12ݍ ොܽோ 

  :كنيمحال به صورت زير اختلاف پتانسيل بين دو سطح پوسته را محاسبه مي

௔ܸ௕ = −න .ሬԦܧ ݈݀ሬሬሬԦ௔
௕ = −න ଴ܴߝߨ12ݍ ܴ݀ = − ଴ߝߨ12ݍ ln ൬ܾܽ൰௔

௕  

هاي بار از آنجا كه در اين سؤال ضريب گذردهي پوسته داده نشده است، بنابراين پوسته عايق را با چگالي) 8

  .آوريمفاده از قانون گوس بدست ميمقيد معادل جايگزين كرده و شدت ميدان الكتريكي را با است

  :پوسته خارجي چگالي بار سطحي مقيد روي

௣௦௕ߩ = ሬܲԦ. ොܽ௡ = 3ܾଶ ොܽ௥. ොܽ௥ = 3ܾଶ 

  :چگالي بار سطحي مقيد روي پوسته داخلي

௣௦௔ߩ = ሬܲԦ. ොܽ௡ = 3ܽଶ ොܽ௥. (− ොܽ௥) = − 3ܽଶ 

  :چگالي بار حجمي مقيد

௣ߩ = −∇. ሬܲԦ = ݎ1− ൭ ݎ߲߲ ൬3ݎ൰൱ =  ଷݎ3

ݎبراي نواحي  > ݎاي با شعاع يك سطح گوسي به صورت استوانه ܾ > از . گيريمدر نظر مي ℎو ارتفاع  ܾ

ݎ  ، در نتيجه)حتماً بررسي كنيد(آنجا كه مجموع بار درون اين سطح گوسي صفر است  > ଵሬሬሬሬԦܧ				:ܾ = 0 

ܽبراي نواحي  < ݎ < ܽعاع اي با شنيز يك سطح گوسي به صورت استوانه ܾ < ݎ < در نظر  ℎو ارتفاع  ܾ

  :مجموع بار درون اين سطح برابر است با. گيريممي

்ܳ = නߩ௣௦௔݀ݏ௦ + නߩ௣݀ݒ௩ = න න − 3ܽଶ ଶగݖ݀߮݀ܽ
଴

௛
଴ + න න න ଷݎ3 ௥ݖ݀߮݀ݎ݀ݎ

௔
ଶగ
଴

௛
଴ = ݎℎߨ6−  

  :احيه برابر است بابنابراين شدت ميدان الكتريكي در اين ن

ℎݎߨ௥2ܧ = ଴ߝ்ܳ ⇒ ଶሬሬሬሬԦܧ = − ଴ߝଶݎ3 ොܽ௥ 

ݎبراي نواحي  < ݎ  نيز چون باري وجود ندارد، در نتيجهܾ < ଷሬሬሬሬԦܧ				:ܽ = 0 
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  )دتر حل كرد، حتماً بررسي كنيتوان بسيار ساده، ميሬሬԦܦاين مسئله را با استفاده از چگالي شار الكتريكي، (

ℎ∆مطابق شكل زير در مرز دو عايق استوان كوچكي به ارتفاع ) 9 → در نظر       ܵ∆و مساحت قاعده  0

  .گيريممي

  
௣ߩبا توجه به رابطه  = −∇. ሬܲԦ و استفاده از قضيه ديورژانس داريم:  

ර ሬܲԦ. ሬሬሬሬԦݏ݀ =  ௣ݍ−

  :كنيمحال انتگرال فوق را روي سطح استوانه محاسبه مي

ර ሬܲԦ. ሬሬሬሬԦݏ݀ = ൫ ଵܲሬሬሬԦ. ොܽ௡ଶ + ଶܲሬሬሬሬԦ. ොܽ௡ଵ൯∆ܵ = ොܽ௡ଶ. ൫ ଵܲሬሬሬԦ − ଶܲሬሬሬሬԦ൯∆ܵ = 	⇒ ܵ∆௦௣ߩ− ොܽ௡ଶ. ൫ ଶܲሬሬሬሬԦ − ଵܲሬሬሬԦ൯ =  ௦௣ߩ

ℎ∆توجه شود كه انتگرال روي ديواره استوانه، به علت اينكه  →   .كند، به سمت صفر ميل مي0


