
  بسمه تعالي

  چهارمحل تمرينات سري 

از مركز يك كره هادي زمين شده به صورت  ݀به فاصله  ܳاي دانيم كه مقدار و محل تصوير بار نقطهمي) 1ج

  :زير است

ܳ௜ = − ܽ݀ ܳ 

݀௜ = ܽଶ݀
 

ݍ݀نهايت بار ديفرانسيلي تركيبي از بي ݀و شعاع  ௟ߩبا توجه به اينكه يك حلقه باردار با چگالي  =  ௟݀݀߮ߩ

  :به صورت زير استاست، مقدار و محل تصوير هركدام از اين بارهاي ديفرانسيلي 

௜ݍ݀ = − ܽ݀ ݍ݀ =  ௟݀߮ߩܽ−

݀௜ = ܽଶ݀ 
௜݀بنابراين تصوير اين حلقه باردار، خود يك حلقه به شعاع  = ௔మௗ و چگالي بار زير است:  

௜ݍ = න݀ݍ௜ = න ௟݀߮ଶగߩܽ−
଴ =  ௟ߩܽߨ2−

௟௜ߩ = ௜݀ߨ௜2ݍ = − ݀ܽ  ௟ߩ
نسبت به كره هادي زمين شده با شعاع  ଶܴو به شعاع  ܳاي با كل بار مشابه مسئله قبل، تصوير كره) 2ج

ܴଵܴايست به شعاع ، كره௜ = ோభమோమ  ܳو با بار كلي௜ = −ோభோమ بنابراين براي محاسبه شدت ميدان الكتريكي،  .ܳ

  :با استفاده از قانون گوس داريم. دهيمكره هادي را برداشته و به جاي آن كره باردار تصوير را قرار مي

ሬԦܧ = ோܧ ොܽோ = ܳ௜4ߝߨ଴ܴଶ ොܽோ = −ோభோమ ଴ܴଶߝߨ4ܳ ොܽோ 

با چگالي  را حلقه باردار تصوير براي حل اين مسئله، صفحه هادي زمين شده را برداشته و به جاي آن) 3ج در تمرين دوم از سري دوم تمرينات، شدت ميدان . دهيمصفحه هادي قرار مي در زير ℎو به فاصله  ௟ߩ−

  :به صورت زير بدست آورديم ℎرا در محور حلقه به فاصله  ܽالكتريكي ناشي از حلقه باردار به شعاع 



ሬԦܧ = ଴ሺℎଶߝ௟ܽℎ2ߩ + ܽଶሻయమ ොܽ௭ 
  :برابر است با Oبنابراين در اين مسئله شدت ميدان الكتريكي در نقطه 

ሬԦܧ = − ଴ሺℎଶߝ௟ܽℎ2ߩ + ܽଶሻయమ ොܽ௭ − ଴ሺℎଶߝ௟ܽℎ2ߩ + ܽଶሻయమ ොܽ௭ = − ଴ሺℎଶߝ௟ܽℎߩ + ܽଶሻయమ ොܽ௭ 

  :برابر است با Oبه اين ترتيب چگالي بار سطحي در نقطه 

௦ߩ = ௡ܧ଴ߝ = ௭ܧ଴ߝ = − ௟ܽℎሺℎଶߩ + ܽଶሻయమ 
  :اي نسبت به كره هادي عبارتست ازبار نقطه مقدار و محل تصوير اين) 4ج

௜ݍ = − 2ܽܽ ݍ =  2ݍ−

݀௜ = ܽଶ2ܽ = 2ܽ 

  :حال كافي است كه نيروي وارد بر بار تصوير ناشي از بار اصلي را با استفاده از قانون كولمب بدست آوريم

ܨ = ଴ܴଶߝߨଶ4ݍଵݍ = ݍ × ቀ− ௤ଶቁ4ߝߨ଴ሺ2ܽ − ܽ/2ሻଶ =  ଴ܽଶߝߨଶ18ݍ−
݊تعداد بارهاي تصوير از رابطه ) 5ج = ଷ଺଴ఈ − زاويه بين صفحات هادي به درجه است، بدست    ߙكه  1

݊بنابراين تعداد بارهاي تصوير . آيدمي =   .باشدمي 5

  
  :با توجه به شكل فوق، پتانسيل الكتريكي ناشي از بارهاي تصوير در محل بار اصلي برابر است با

  :بنابراين انرژي مورد نياز برابر است با

ܹ = ܸݍ = ଴ܽߝߨଶ4ݍ ൬−2.5 + 2√3൰ 

ܽ ݍ−ݍ

ݍ
 ݍ

ݍ− ݍ−



باشد،  ߮اگر پتانسيل فقط تابعي از . اي حل كنيمرا در دستگاه مختصات استوانهبايد معادله لاپلاس ) 6ج

  :معادله لاپلاس به صورت زير خواهد شد

∇ଶܸ = ଶݎ1 ݀ଶܸ݀߮ଶ = 0 

  :عبارتست ازدر دو ناحيه در نتيجه پاسخ معادله فوق 

ଵܸ = ߮ܣ + ଶܸ ܤ = ߮ܥ +  ܦ

  :باشدت ميدان الكتريكي نيز در دو ناحيه برابر خواهد شد 

ሬԦଵܧ = −∇ ଵܸ = ݎܣ− ොܽఝ 

ሬԦଶܧ = −∇ ଶܸ = ݎܥ− ොܽఝ 

  :داريمشرايط مرزي با توجه به 

ଵܸሺ߮ = 0ሻ = 0			 ⇒ ܤ		 = 0 

ଶܸሺ߮ = 2ሻ/ߨ = ଴ܸ 		⇒ ܦ			 = ଴ܸ − 2ߨ  ܥ

ଵܸሺ߮ = 3ሻ/ߨ = ଶܸሺ߮ = 3ሻ/ߨ 		⇒ ܣ		 = 2ܥ− + 3 ଴ܸߨ ଵ௡ܧଵߝ  ቀ߮ = 3ቁߨ = ଶ௡ܧଶߝ ቀ߮ = 3ቁߨ 		⇒ ଵఝܧଵߝ ቀ߮ = 3ቁߨ = ଶఝܧଶߝ ቀ߮ = ⇒ 3ቁߨ ܣ			 = ଵߝଶߝ  ܥ

  :ترتيب داريمبه اين 

ܥ = 6 ଴ܸߝଵߨሺߝଵ + ܣ ଶሻߝ2 = 6 ଴ܸߝଶߨሺߝଵ + ሬԦଵܧ ଶሻߝ2 = − 6 ଴ܸߝଶݎߨሺߝଵ + ଶሻߝ2 ොܽఝ 

ሬԦଶܧ = − 6 ଴ܸߝଵݎߨሺߝଵ + ଶሻߝ2 ොܽఝ 

وابسته  ܴواضح است، كه پتانسيل فقط به . بايد معادله لاپلاس را در دستگاه مختصات كروي حل كنيم) 7ج

  :بنابراين داريم. است



∇ଶܸ = 1ܴଶ ܴ݀݀ ൬ܴଶ ܸܴ݀݀൰ = 0 

  :در نتيجه پاسخ معادله فوق عبارتست از

ܸ = ܣܴ +  ܤ

  :شدت ميدان الكتريكي نيز برابر خواهد شد با

ሬԦܧ = −∇ܸ = ଶܣܴ ොܽோ 

ሺ0.02ሻܸ  :حال با توجه به شرايط مرزي داريم = −25 ܸሺ0.35ሻ = 150 ⇒ ቄܣ = ܤ3.7− = 160.6 ⇒ ሬԦܧ = −3.7ܴ2 ොܴܽ ⇒ ݏߩ = ݊ܧݎߝ0ߝ = ሺ0.02ሻܴܧݎߝ0ߝ = −3.7 × ߨ536 × 109ሺ0.02ሻ2 = 409		 ncm2 
 ݎواضح است، كه پتانسيل فقط به . اي حل كنيمبايد معادله لاپلاس را در دستگاه مختصات استوانه) 8ج

  :بنابراين داريم. وابسته است

∇ଶܸ = ݎ1 ݎ݀݀ ൬ݎ ൰ݎܸ݀݀ = 0 

ܸ  :در نتيجه پاسخ معادله فوق عبارتست از = ݎlnܣ +  ܤ

ሺܽሻܸ  :با توجه به شرايط مرزي داريم = ௔ܸ ⇒ lnܽܣ + ܤ = ௔ܸ ܸሺܾሻ = ௔ܸ ⇒ lnܾܣ + ܤ = ௕ܸ 

⇒ ൞ ܣ = ܸܾ − ܸܽlnሺܾ/ܽሻܤ = ܸܽlnܾ − ܸܾlnܽlnሺܾ/ܽሻ  

⇒ ܸ = ܸܾ − ܸܽlnሺܾ/ܽሻ lnݎ + ܸܽlnܾ − ܸܾlnܽlnሺܾ/ܽሻ  



با توجه به اينكه در اين مسئله اطلاعاتي . بايد معادله لاپلاس را در دستگاه مختصات كروي حل كنيم) 9ج

- وابسته مي ߠاده نشده است، بنابراين واضح است كه پتانسيل فقط به پارمتر ها ددر رابطه با طول مخروط

  :در اينصورت معادله لاپلاس عبارتست از .باشد

∇ଶܸ = 1ܴଶsinߠ ߠ݀݀ ൬sinߠ ൰ߠܸ݀݀ = 0 

  :براي حل معادله فوق داريم

sinߠ ߠܸ݀݀ = ଵܥ 	⇒ 		ܸ = ଵܥ න 1sinߠ ߠ݀ = ଵlnܥ ൬tan 2൰ߠ +  ଶܥ

ଵሻߠሺܸ  :داريمحال با توجه به شرايط مرزي  = ଴ܸ ܸሺߠଶሻ = 0 

⇒
ەۖۖ
۔ۖ
ۓۖ ଵܥ = ଴ܸln ቈ୲ୟ୬ഇభమ୲ୟ୬ഇమమ ቉ܥଶ = − ଴ܸln ቀtan ఏమଶ ቁln ቈ୲ୟ୬ഇభమ୲ୟ୬ഇమమ ቉

 

⇒ ܸ = ଴ܸln ቀtan ఏଶቁln ቈ୲ୟ୬ഇభమ୲ୟ୬ഇమమ ቉ − ଴ܸln ቀtan ఏమଶ ቁln ቈ୲ୟ୬ഇభమ୲ୟ୬ഇమమ ቉ = ଴ܸ ln ቈ ୲ୟ୬
ഇమ୲ୟ୬ഇమమ ቉ln ቈ୲ୟ୬ഇభమ୲ୟ୬ഇమమ ቉ 


